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Soit f une fonction définie sur [0;4] telle que f(0) =0 3
et f(4) = 3. /
L’équation f(x) = 1,5 admet-elle une solution ? 21
La réponse intuitive est oui, pourvu que la courbe
de la fonction ne saute pas. On va introduire la no- 19
tion de continuité d’une fonction, qui est la traduction 7
mathématique de cette absence de saut. > .
of - 1 2 3 4

1. NOTION DE CONTINUITE

Définition 1. Une fonction f définie sur un intervalle I est continue en xy € I si lorsque x
s’approche de zg, les valeurs prisent par f(z) s’approchent de f(z). On note

lim f(x) = f(zo)

T—TQ
I'abréviation lim signifie < limite >).

Intuitivement, cela signifie que la courbe représentative de f ne présente pas de < saut >, ou
encore qu’on peut la tracer sans lever le crayon.

Exemple 1. La fonction identité f : R — R,z — x est continue sur R : pour tout =z,

lim f(z) = lim z = 29 = f(2o). En d’autre termes, lorsque = s’approche d’un nombre x,
T—T0 T—xT0

f(z) = x sapproche aussi de f(xy) = zo.
e Les fonctions constantes g : R — R, x + ¢ sont continues sur R : pour tout x,

lim f(z) = lim ¢ = ¢ = f(x). En d’autre termes, lorsque x tend vers xy, f(x) = ¢ tend
T—x0 T—xQ

vers ¢ = f(xo).

0,5z si0<z <2

140,52 si2<x<4

Si z tend vers 2 par la gauche, f(z) tend vers 0,5 x 2 = 1, alors que si = s’approche de 2 par
la gauche, f(z) tend vers 14 0,5 x 2 =2. Or f(2) =1 # 2 d’apres la définition de f, donc f
n’est pas continue en xr = 2.

Ecriture mathématique : f(2) =2# lim f(z)= lim 0,5z+1=2.

r—2,2>2 z—2,2>2

Exemple 2. Soit f:[0;4] - R, =+ {

Remarque 1. La somme, la différence, le produit, et le quotient de fonctions continues sont
continus : c¢’est une conséquence des propriétés des limites et de la définition de la continuité.
En particulier les fonctions usuelles (polynomes, fractions rationnelles, racines carrées, etc...)
sont des fonctions continues.
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2. THEOREME DE LA VALEUR INTERMEDIAIRE

_(_ Théore 1.)
éoreme 1. ) ~

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b] avec a < b réels.

Soit yp un nombre réel. Si les trois hypotheses qui suivent sont satisfaites,
* [ est strictement croissante sur [a;b]. (ou strictement décroissante)

* 4o € [f(a); f(B)] (Cest-a-dire f(a) < yo < f(b) ou f(b) <yo < f(a))

* [ est continue sur [a;b]

alors 'équation f(z) = yo admet une solution unique sur l'intervalle |a ; b[.

/

A Avant de citer le théoreme, vérifier les 3 hypotheses! Attention, la fonction doit étre
continue sur l'intervalle FERME [a, b].

A\ Le théoreme n’a pas de réciproque! Pour montrer qu’une équation n’admet pas de solution
sur un intervalle, il faut utiliser ses variations.

Exemple 3. Soit f la fonction définie sur R par x — 2® — 2% + x + 2.
On va montrer que f(z) =4 admet une solution unique sur R.

On commence par étudier I'intervalle [0;2] :

e On calcule la dérivée de f : pour tout x € R, f/'(z) = 32% — 2z + 1. Cest un trindéme de
discriminant A = (=2)2 —4 x 3 x 1= -8 < 0. D’ou f/(x) > 0 pour tout z (le trinéme est du
signe de 3). Donc f est strictement croissante sur R.
eOna f(0)=2et f(2) =8 Comme 2 <4 <8, on a bien 4 €]f(0); f(2)[=]2; 8]
e f est un polynome donc c’est une fonction continue sur [0; 2]

Par le théoreme de la valeur intermédiaire, ’équation f(z) = 4 admet une solution unique
To 6]07 2[

On s’intéresse ensuite aux intervalles |[—oo;0[ et |2; +o0] :

e Comme [ est strictement croissante, si x > 2, f(z) > f(2) = 8 donc I'équation f(z) = 4
n’admet aucune solution sur [2, +ool.

e Comme f est strictement croissante, si x < 0, f(z) < f(0) = 2 donc I'équation f(x) = 4
n’admet aucune solution sur | — 0o, 0].

e En conclusion, ’équation f(x) = 4 admet une solution unique xy sur R.

Encadrement de zq d’amplitude 1072

A la calculatrice : on affiche les valeurs de f sur [0;2] avec un pas de 0,1. Avec une TI :

Flakl Flatz Flak: TAELE SETUP B Y4
YRR I-ET 2 RS ThlsStart=A a z.B18
o= albhl=.1 1 K.
W= Indrht,: e
Ay = Oerend: i‘h 3.H07
“Ne= 1.4 Y.1H4
W e = ic Y.BZE
Moo= m=1.3

2NDE —l—[DF:FTABLE] 2NDE | + | TABLE

On remarque que f(1,3) < 4 < f(1,4). En affichant f(x) a partir de z = 1,3 avec un pas de
0,01 : £(1,35) < 4 < £(1,36), d'ott 1,35 < z9 < 1,36,

www.yann.angeli.fr Terminale ES-L, Chapitre 2 : Continuité 2/2



