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1. DEFINITION ET RELATION FONDAMENTALE

On rappelle que la fonction logarithme néperien In est continue et stricte-
ment croissante sur |0, +oo[, et admet pour limites —oo en 0 et +00 en +00.
En conséquence, pour tout x € R, I’équation In(y) = x d’inconnue y admet
une unique solution.

En outre, si a,b >0, ona:[0] : In(a) = In(b) < a =b.

Définition. Soit x € R. L'unique solution de 1’équation In(y) = z d’incon-
nue y est notée y = exp(x). La fonction = — exp(z) est appelée la fonction
exponentielle. On a donc :

z =In(y) < y = exp(x)

Remarque. L’'unique solution de In(y) = 1 est notée y = e. On a pour tout
neN, " =exp(n). Eneffet, In(e") =nln(e) =n x1=n = In(exp(n)) donc
e" = exp(n). On définit plus généralement le nombre e par e” = exp(z).

Théoreme. Pour tout x,y réels et n > 0 entier, on a :

[1] In(e®) =2 [2] " =iz >0.
e’ >0 "V = e" x &Y e’ Y = Z_?J (6] (e")" =e™

Preuve. La propriété|1]est une conséquence de la définition.
d’apres [1]: In (61”) — Inz, donc ™ = z. d’apres[0]
3| e” est solution de In(y) = x et In est définie sur |0, +o00[, donc e* > 0.
Y
In (e") = z+y = In(e”) + In(e’) = In(e” x e’) donc " = " x eylpar [0].
d’apres [4|: e" Y =e" x e ¥ = e—y. (¢ xe ¥ =¢e" =1=¢x 0 donc
e e
1

eV =—).
ey
[6]: In((e*)") = nln(e*) = nz = In (¢"*). On conclue par [0]. O

Exemple.



2. ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

Théoreme. La fonction exponentielle est
dérivable, et exp’(z) = exp(z) > 0 pour tout
x. De plus,

exp(0) =1, lim e =400, lim e*=0.

T—+00 T—>—00
r | —00 +00
, , —+00
En résumé :
exp /‘
4

Preuve. On admet que la fonction exponentielle est dérivable. On pose :
f(x) = In(exp(x)) = x. La dérivée de f est donc :

exp’(z

exp()
ainsi exp’(z) = exp(z) > 0 : la fonction exponentielle est strictement croissante.
On pose r = In X.

Comme lim InX =400, lim ¢ = lim ¢®*¥ = lim X = 4o0.
X—+o0 T—+00 X—+0 X—+o0
: : : 1 :
Par ailleurs, lim e* = lim =0 car lim e* =+4o0.
T——00 r——oc0 e~ 7 X400

Remarque. En conséquence, et par la formule de dérivation des fonctions
composées, si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, la fonction e est
dérivable sur I et a pour dérivée u'e".

xT

i, . € )
Propriété. On a: lim — =+4ooet lim xze® = 0.
r—+0o0 I T——00

.er i e’ . X o InX

Preuve. lim — = lim = lim —— =400 car lim — =0.
T—+00 T T—+00 ln(el’) X—+o00In X T—+00
) ) ) —x ) X

Par ailleurs lim ze'=— lim — = — lim — = 0.

T——00 x——o0 e~ 7T T—+00 X

Exemple. Dresser le tableau de variations de z — z 4 2!



3. EXPONENTIELLE DE BASE A

Définition. Soit a > 0 et b réel. Le nombre a est défini par

CLb _ eblna.

La fonction x — a® est appelée exponentielle de base a.

Remarque. En conséquence des propriétés de ’exponentielle, pour a > 0 :
aIE
e a" >0 o a"V=a"xa o aV=— o (a")! =a"
a
Propriété. On considere la fonction f : x — a”, pour a > 0. Elle est dérivable
sur R, de dérivée x — In(a) x a”.

x sia < 1, f est strictement décroissante, lirf f(z) =0, lim f(x)=4o0.
T—>+00 T——00

xsi a =1, f est constante et f(z) =1

x 8l a > 1, f est strictement croissante, lirf f(z) =400, lim f(z)=0.
T—>+00 T——00

x zlna u(x)

Preuve. f(x) =a" =€ = " avec u(r) = rlna donc v/ (z) = Ina. Ainsi,

f'(x) =1n(a) x etne — In(a) x a”.

Comme a” > 0, f'(z) est du signe de Ina. Donc f est strictement croissante si
a > 1, constante si a = 1 et strictement décroissante si a < 1.
Sia=1,Ina =0 donc pour tout z, f(x) =e’ = 1.

Sia<1,Ina<0donc lim f(z)=—oc dot lim e"™*=0.
r—>+00 r—+00
De méme, lim f(z) =400, dott lim ™% = 4o0.
T—>—00 T——00
Sia>1,1Ina>0donc lim f(z)=+oodol lim ™" = 4o0.
r—+00 r—+00
De méme, lim f(z) = —oco, d'ott lim €™ =0. O
T—>—00 T——00

Exemple. On considére pour z > 0 le nombre z7. Comme (27)* = z = (v/7)?,

1 . . , :

les nombres z? et \/z sont deux nombres positifs solutions de I’équation y* = x
. 1

d’inconnue y, donc 2% = /.

Remarque. Le taux moyen d’augmentation 7 sur n périodes identiques d’une
quantité qui vaut initialement V; et finalement Vy vérifie :

Vi) "
"% V; = Vydone = (L
T X faonc 7 <‘/;>

Exemple. Un placement rapporte 62,8% d’intéréts sur 10 ans. Quel est le
pourcentage annuel moyen d’intérét ?



