§3 : NOMBRES COMPLEXES

1. Définition des nombres complexes
1.1 Construction de C

DEFINITION 1. Un nombre compleze z est un couple (x;y) de nombres réels, que 1’'on note z = x + iy.
* L’ensemble des nombres complexes est noté C.
* La forme algébrique d’un nombre complexe z est z = x + iy, avec x et y réels.
* Le nombre réel x est la partie réelle du nombre complexe z. On écrit x = Re(z).
* Le nombre réel y est la partie imaginaire du nombre complexe z. On écrit y = Jm(z).
* Deux complexes sont égaux si et seulement s’ils ont mémes parties réelles et mémes parties imaginaires.
* Lorsque Re(z) = 0, on dit que z est un nombre imaginaire pur.

* On note iR 'ensemble des nombres imaginaires purs.

* Lorsque Jm(z) = 0, on considére que z est un nombre réel.

A\ la partie imaginaire d’'un nombre complexe est réelle! Par exemple, Jm(3 — 4i) = —4.

1.2 Structure de corps de C

On munit C de deux lois de compositions internes (c’est-a-dire, de deux « opérations ») +¢ et X :
* Vix+iy;x' +1y") e Cx C, x+iyl4+¢c X' +iy’l = (x +r x') +i(y +r y’),
* Vix+iy;x' +iy’) e Cx C, x+iyl xc ¥ +iy’l = (x xg x' —r Yy Xry’) +i(x Xgy' +r Yy xXg x’),

ou +r, —R et xy désignent I'addition, la soustraction et la multiplication des nombres réels.

REMARQUE 1. L’injection R < C ; x — x +i0 permet de considérer R comme un sous-ensemble de C, ce que
l’on fera en notant simplement x + i0 = x. On remarque que les opérations +¢ et X¢ coincident alors avec les
opérations +g et xp des nombres réels : V(x,x’) € R?,

* xX+ex' =[x +i0] +c X' +i0] = (x +r x') + (0 +r 0) = x +g X’

* x Xex' =x+1i0] xe X' +i0] =[x xpx' —r O xgp O] +ilx xR O +0 xgp x'] =x xgx’ +i0 =x xp x’
On s’autorise a alléger les notations précédentes et & n’écrire désormais que + et x, qu’il s’agisse d’opérations
réelles ou complexes. De méme, on écrira simplement 0 + i1 = i.

PropoOSITION 1. | i2=—1.

Démonstration. On a par définition : i2 = (02 =1 x 1)+ (0x 14+1x0) =—1. O
La proposition suivante assure que I’on peut mener les calculs dans les complexes de la méme maniére que dans

les réels, en tenant compte de i? = —1 :

PROPOSITION 2. Muni de ses deux opérations, C a une structure de corps commutatif. Cela signifie que pour
tous les nombres complexes z (de forme algébrique z =x +iy), z’ et z”’ on a :

® + associative : (z+2z')+z" =z + (2’ +2") ® 1Tneutrede x : 1-z=2z-1=2z.

® Oneutrede +:0+z=2z+0=z. ® x commutative: z-z' =z’ -z

® + commutative : z+z' =z' +z inverse (z#0) : z- (ijﬁiyz _ixziﬁ) =1
@ opposé : z+ (—x —iy) = 0. ® x est distributive par rapport a + :

"

® x associative (z-z')-z" =z-(z' - 2") z-(z/+z2")=z-2/ +z-2".
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Démonstration. Ces propriétés se démontrent en appliquant d’abord la définition des opérations dans C (section
1.2) a 'un des membres de 1’égalité, en utilisant ensuite les propriétés des nombres réels et en appliquant a
nouveau la définition des opérations.

Par exemple @ : z-2/ =L (xx/ —yy') +ilxy’ +yx’)

X, -+ commutatifs dansR

(x'x—y'y)+ilx'y+y'x) 2L 20

EXEMPLE 1. % Mettre sous forme algébrique : @ (241i)(1—i) ® (1+i)? ®i?°"> @ (3 —-2i)(3+2i)

REMARQUE 2. A Si z,z’ € C, lécriture z > z’ n’a, en général, aucune signification!

Contrairement au corps des réels, le corps des complexe ne peut-étre muni d’une bonne relation d’ordre, qui a
la fois permette de comparer tous les nombres et en méme temps soit compatible avec les opérations : si une
telle relation existait, elle respecterait la régle des signes, rendant impossible la relation i% = —1.

1.3 Représentations géométriques

Par construction, on identifie ’ensemble R? des points du plan a C, de méme axe imaginaire

que ’ensemble des vecteurs du plan.
M(z = x + iy)

DEFINITION 2. A tout point M(x;y) du plan, on associe le nombre com-
plexe z = x + iy. Le point M est dit d’affize z, ce que 'on note : M(z).
Le point M est appelé ’image du nombre complexe z. v axe réel

De méme, & tout vecteur du plan w(x;y), on associe le nombre complexe o
z = x +1y. Le vecteur w est alors dit d’affixe z, ce que ’on note : W(z).

=

x = Re(z)

REMARQUE 3. Les formules qui portent sur les coordonnées se transposent facilement en terme d’affixes. Par
exemple, si A et B sont deux points d’affixes respectives za et zp :

x Etant donnés les points A(za) et B(zg), le vecteur /ﬁ a pour affixe zg — za.
ZA + 2B

* Etant donnés les points A(za) et B(zg), le milieu du segment [AB] est le point d’affixe >

* L’affixe de la somme de deux vecteurs est la somme des affixes.
* L’affixe de A- W est Az, o A € R et W a pour affixe z.
Au titre des applications a la géométrie, on verra deux formules essentielles :

* la formule de la distance : AB = |zp — zg| (section 6.1)

* la formule de la mesure d’un angle orienté : (ﬁ,ﬁ)}) =arg (iD_ZC) [271] (section 6.2)
B —ZA

2. Conjugué d’un nombre complexe
2.1 Définition et propriétés

| DEFINITION 3. Le conjugué du nombre complexe z, de forme algébrique z = x + iy, est Z = x — iy.

- I PROPOSITION 3. I ~N

Pour tous nombres complexes z et z’, on a :

= ® %/ =2z/z" avec z/ #0

@ zz = NRe(z)? +Im(z)? € R* @z=z2
® Re(z) = 1(z+2) ®z+z =247
® Jm(z) = 5 (z—z) ®zxz =zx7z

- J

Démonstration. O & Ces propriétés se prouvent en trois étapes : on part d’'un coté, sous forme algébrique, on
applique la définition du conjugué, on transforme ’écriture jusqu’a obtenir le second membre recherché.

Par exemple : @ : zZ def (x 4+ 1y)(x — iy) = x* — (—y?) + iyx — ixy = x* + y? = Re(z)? + Im(z)?. O
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2.2 Application : forme algébrique d'un quotient

METHODE 1. Mettre un quotient sous forme algébrique
Pour mettre le quotient de deux nombres complexes sous forme algébrique, on multiplie le numérateur et le
dénominateur par la quantité conjuguée du dénominateur :

/
1
V(z,z') € C* x C, z 'z

réel d’apres la propriété 3, ©

i 1><(1—21):E+li.

T+2i 12+22 55

Par exemple :

1+i
1—i

1
EXEMPLE 2. ® Déterminer la forme algébrique de : © ® - O la solution z de I’équation iz + 1 = 3z
i

3. Forme exponentielle d’'un nombre complexe

3.1 Module

DEFINITION 4. Le module d'un nombre complexe z est le réel positif | |z| = zz = \/f)‘{e(z)z + Jm(z)?

REMARQUE 4. Le module d’un nombre réel coincide avec sa valeur absolue, d’ou la notation.

r I PROPOSITION 4. MODULE i ~

Pour tous nombres complexes z et z’, on a :

@ [22'| = || 12| @ |-zl =1
@ siz#0, Iz'/2l = |2'|/I2] ® Izl = 2|
® Inégalité triangulaire : |z + z/| < |z| + || et ||z\ — |z’|| <|z+ 2| )
Démonstration. & On utilise la définition 4 du module et la propriété 3 du conjugué.
Par exemple, @ : |zz/? 222 5,177/ 2P 30 1550 — gy A4 lz|%|z'|2. O
EXEMPLE 3. & Calculer le module des nombres complexes suivants :
13 + 5i
©® -3 @2 @1+i @13—+5T ® (7 — 20 ® (4 +3i)(12 — 5i)
—5i

3.2 Groupe U des nombres complexes de module 1

<

>
>

Soit 8 > 0, on rappelle que le cosinus (respectivement le sinus) d’un

nombre réel 6 est I’abscisse (respectivement 1'ordonnée) du point du S . M(e™)
cercle trigonométrique obtenu en parcourant une distance 0 sur le N
cercle & partir du point (1;0) dans le sens trigonométrique (inverse P o

des aiguilles d’'une montre). Lorsque 8 < 0, le point est obtenu en _
parcourant une distance —0 dans le sens inverse trigonométrique. o c;se w

NOTATION 1. Le groupe > des nombres complexes de module 1 est
noté U: U={zeC:lz| =1} ={cos(0) +isin(0) : 0 € R}

L’ensemble des points du plan dont l'affixe est dans U, est, en vertu
de la proposition 13, @, le cercle de centre O et de rayon 1, appelé
cercle trigonométrique.

(1). U a une structure de groupe au sens ou U est stable par multiplication et inverse et contient 'unité 1.
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3.3 Exponentielle complexe

DEFINITION 5. Pour tout 8 € R on pose | e'® = cos(0) +isin(0)

REMARQUE 5. Cette notation analogue a ’exponentielle réelle est légitimée de deux fagons. D’une part t —
cos(t) +isin(t) vérifie ’équation différentielle y’ = iy et pour a € R, x — e** est 'unique solution de I’équation
différentielle y’ = ay avec la condition initiale y(0) = 1. D’autre part, ¢ vérifie la relation fonctionnelle de la
fonction exponentielle. On verra une justification plus satisfaisante encore de cette notation lors du chapitre
sur les séries entieres.

s IPROPOSITION 5. | N
Pour tous nombres réels 0 et 6/, on a :
® e =1 @VzeU, IR, z=1¢° @ €9/ei®" = ¢i(0-0")
@ e =1 ® e 10 = ¢i® = 1/¢l® vn € Z, (el®)" = ein®
L ® ¢® =¢® 551 0 =0’ [27] © ¢l9el®’ = ¢il0+07) )

Démonstration. Les points ®, @, ®, © et @ sont des conséquences des formules trigonométriques de symétrie
et d’addition (section 12 du chapitre §1).

- © Soit 6 € R fixé. Démontrons par récurrence la propriété « ()™ =¢'® » pour n € N.

* Initialisation : (¢'9)® =1 = e X0x® Ta propriété est donc vrai au rang n = 0.

* Transmission : on fait ’hypothése que la propriété vraie au rang n : « (%)™ = e®" ». On va démontrer
qu’elle est alors vraie au rang n+ 1 : « (el®)nH1 = l(n+1)0

i i i H i i i i i ez, 2 .
(el)ntT — (elO)n 5 ¢i0 =B (in0i0 O gmetio _ oint1)0 qone Ia propriété est vraie au rang n+ 1.

* Conclusion : la propriété est vraie au rang 0, et si elle est vraie au rang n, elle est vraie au rang suivant. Par
le principe de récurrence, la propriété est donc vraie pour tout entier n € N.

On passe & la propriété pour n € Z en utilisant le point ®. O

REMARQUE 6. On peut étendre la définition de Pexponentielle & C, en posant, pour z € C, e# = eRe(z)glIm(z)
L’application C — C*, z — e* est surjective mais pas injective. Elle vérifie les mémes propriétés algébriques
que Pexponentielle réelle, et |e?| = e™¢(#) et arg(e?) = Jm(z) [2n].

3.4 Définition de I'argument d’'un nombre complexe

Tout réel strictement positif admet un unique antécédent par I'application exponentielle, ce qui permet de
définition une application réciproque, le logarithme. On a cependant montré (propriété 5, ®) que les antécédents
d’un nombre complexe de module 1 par la fonction exponentielle different d’un multiple entier de 27t. Cela va
nous permettre de définir une application réciproque, I'argument, modulo 27t :

DEFINITION 6. On appelle argument d’'un nombre complexe non nul z tout M(z)
nombre 0 tel que Jm(z) [
2o »
|2l A \ ’
v arg(z)
L’argument n’est pas unique, mais défini & un multiple entier de 27t pres : on > :
note arg(z) = 0 [27]. Le nombre 0 n’a pas d’argument. Ol u Re(z)

DEFINITION 7. Ainsi, tout complexe z non nul s’écrit sous la forme suivante, dite forme exponentielle :

z=r1el% = 1(cos(0) +isin(0)) avec T = |z| et 0 = arg(z) [2n]
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METHODE 2. Mise sous forme exponentielle

Pour mettre un nombre complexe sous forme exponentielle, on calcule son module, puis on le factorise par
son module, et on reconnait le cosinus et le sinus d’'un de ses arguments.

Parexemple:|1+i|:ﬁet1+i:ﬁ<%+i%>:\ﬁ<f—|—1 ) V2el%

EXEMPLE 4. & Donner la forme algébrique et la forme exponentielle des nombres suivants :

A4 2015
Q™ @—i @ —-3'7T @V2+iVv6 @(fi_;) @(—]H‘B)

2 2

Les propriétés algébriques de I’argument sont comparables a celles du logarithme :

- i PROPOSITION 6. PROPRIETES DES ARGUMENTS N
Soient z et z’ deux nombres complexes non nuls. On a :
® arg(zz') = arg(z) + arg(z’) [27] ® Vn € Z*, arg(z") =narg(z) (27
® arg(1/z) = —arg(z) 2n] ® arg(z) =0 [27] ssiz € R
® arg(z/z') = arg(z) — arg(z’) [2m] ® arg(z) =0 [n] ssi z € R*
® arg(z) = —arg(z) [2n] arg(z) = 5 [n] ssi z € iR*

-

Démonstration. & Découle des proposition 5 sur ’exponentielle, combinée a la définition 6 de 'argument. [

4. Racines complexes

4.1 Racines n-ieme d’un nombre complexe

METHODE 3. Identifier modules et argument
Pour résoudre certaines équations, la recherche de la forme exponentielle est préférable a la forme algébrique.
On utilisera alors le fait que deux nombres complexes sont égaux si et seulement s’ils ont méme module et
méme argument a un multiple entier de 27 pres.

DEFINITION 8. Soit n un entier naturel non nul et & un nombre complexe non nul. Les racines n-iémes de
z sont les solutions de 1’équation d’inconnue z : z™ = «.

[ N
e | PROPOSITION 7. RACINES N-IEMES N

Soit T € R% et 0 € R. Le nombre complexe re'® admet n racines n-iémes distinctes :

: 1 i0 2ik7
2" =r1el® — ZE{TWe?+ n :ke[[O;n—1]]}

En particulier, les racines n-iémes de I'unité (de 1) sont données par :

n_o1 e ZGUn:{eZMZKE[[O}n_]]]}

- J

i

1 ]
el® équivaut & Z" =Tou Z=zr we n.

Démonstration. © On montre que I’équation z™ =

" =1 ssi 127 =1 ssi 21" =1 ssi { 2l =1
arg(Z™) = 0 27 narg(Z) =0 (27 arg(Z) =0 [2Z]

2ik7

Les solutions sont donc de la forme Z = e"n~ ol k € Z. Par 2n-périodicité de 8 — €', deux solutions sont
2ikq 2iky 2i(kg]—kp)7 R . .
égales : e  =e " n  siet seulement si e n =1, ce qui signifie que k; — k2 est un multiple de n.

Il y a donc n solutions distinctes, par exemple obtenues pour k € [0;n — 1].

N . 1 0 . N i
A partir de z = Zr~ e'n, on trouve les racines n-iemes de rel®. O
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REMARQUE 7. Pour n € N*, 'ensemble U,, contient 1, est stable par multiplication et par inverse : il est muni
d’une structure de groupe. Sa représentation dans le plan complexe est un polygone régulier a n cotés, inscrit
dans le cercle trigonométrique, et dont I'un des sommets est le point d’affixe 1.

<

—1 o 1 (¢} 1 o 1 (¢} 1
Représentation de U, Représentation de Us Représentation de Uy Représentation de Us
2im

NOTATION 2. On note souvent j = e”3", de sorte que U3 = {1;j;j}.

n—1
PROPOSITION 8. Soit w # 1 une racine n-ieme de 'unité. Alors : Z w=T+w+ w4+ Fw™ =0
k=0
p= T—w" gs 0
Démonstration. O On utilise une somme de référence : w # 1, donc Z wk = == __ =90 O
= T—w T—w

4.2 Racines carrées d’un nombre complexe

METHODE 4. Résolution algébrique de z? = a + ib
Pour déterminer algébriquement les solutions z de z? = a + ib,

® on écrit z = x + 1y, et on calcule son carré. Il vient x?> —y? + 2xyi = a +ib : on obtient un systeme
de deux équations en considérant les parties réelles et imaginaires.

® On ajoute au systéme ’équation du module : |z]2 = |a + ib]| soit : X2 +y? = v/a? + b2. Cela permet
de trouver x? et y2 (demi-somme et demi-différence de I’équation du module et de la partie réelle).

® L’équation « partie imaginaire » permet de trouver les deux couples solutions parmi les quatre possibles.

EXEMPLE 5. On cherche les racines carrées de 3—4i sous la forme z = x+iy. On a : [3—4i| = /32 + (—4)2 = 5.

22 =3+4+4i = 22—yl +20yi=3-4 «— “oyto= 3 —
= Y yr= 2xy = 4
X2 _|_y2 - 5 x2 = 4 x = +£2
-y =3 &<y =1 Sy =+ &= z=4(2-1)
Xy = -2 xy = —2 xy = —2
On a éliminé z = +(2 + i) avec la condition : xy = —2 < 0. (x et y de signes contraires)
EXEMPLE 6. & Calculer les racines carrées de : @i @ —4 ®1+3i

PRrROPOSITION 9 (Equation du second degré). Soient a,b et ¢ trois nombres complexes avec a # 0. Les racines
de az? + bz + c sont
, —b+5 ‘2 —b—29
= e =
! 2a 2 2a

En particulier, si A (le discriminant) est nul, z; =z, : on parle de racine double.

Si a,b,c sont réels et A > 0, les racines sont réelles (et & = vA).

olt 8% = A =b* —4ac

Si a, b, c sont réels et A < 0, les racines sont complexes conjuguées : z;1 =z, (et § = 1\/5)
Démonstration. ® On prouve : az> +bz+c=a {(Z-i— %)2 — (%)2} =alz—z1)(z—z2) O
EXEMPLE 7. Résoudre ®:22—2cos(0)z+1=0010€cR @:22—iz—1+i=0
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5. Application des complexes a la trigonométrie

5.1 Liens entre complexes et trigonométrie
Les applications des nombres complexes a la trigonométrie sont des conséquences des trois résultats suivants :

PROPOSITION 10. pour tout nombre réel 8, on a : @ cos(0) = Re(e'®) @ sin(0) = TJm(el®)

I PRrROPOSITION 11. FORMULES D’EULERI

6l 4 o0 0l® _ i

VO € R, cos(0) = >

Démonstration. Pour © € R, en vertu de la propriété 3, @ et ®, on a :

i0 | .0 i —i0 i0 _ 0 i0 _ ,—if
cos(8) = Re(e'?) = i e et sin(0) = Jm(el®) = ¢ .e =8 'e 0
2 2 2i 2i

REMARQUE 8. Une expression trigonométrique est dite linéaire lorsqu’elle s’écrit comme somme de multiples
de cosinus et de sinus.

Exemples d’expressions linéaires : cos(a+ b) ; 14 sin(2a) + cos(3a) ; 4sin(x) — %cos(?)x).

Exemples d’expressions non linéaires : sin?(x) , cos(a) cos(b) —sin(a)sin(b) , cos*(x) — 2 cos(4x).

La propriété 10 et le théoreme 11 permettent d’effectuer deux opérations réciproques : I’« antilinéarisation » et
la linéarisation :

Ii antilinéarisation (propriété 10) : cos(a + b) = Re(ella+P)) —l

cos(a+b) = cos(a) cos(b) — sin(a)sin(b)
1— linéarisation (théoréme 11) : cos(a) = M ce g

I PROPOSITION 12. FORMULE DE MOIVRE I

v(0,n) € C x Z, (cos(0) +1isin(0))™ = cos(nO) + isin(no)

Démonstration. Le résultat vient du théoreme 5, ® et la définition 5 de ’exponentielle. |

5.2 Linéarisation

On linéarise souvent les expressions trigonométriques afin d’effectuer des calculs d’intégrales.

METHODE 5. Linéariser un polynéme trigonométrique
@ écrire I'expression & linéariser en termes d’exponentielles complexes (formules d’Euler, théoréme 11).
® développer (formules du bindme) et simplifier (propriétés algébriques des exponentielles).
® appliquer & nouveau les formules d’Euler pour obtenir I’expression linéarisée.

elx 4 g—ix ) 2 Q2ix + e 2ix 4 Qgixg—ix

1
3 = ) =3 cos(2x) + 5

Par exemple on retrouve : cos(x)? = (

2=

EXEMPLE 8. & Retrouver la formule de linéarisation cos(a

s
2

EXEMPLE 9. % Lindariser sin®(x) puis calculer J sin®(x) dx
0
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5.3 Antilinéarisation

On « antilinéarise » une expression pour la factoriser, ou pour ’écrire comme un polynoéme en sinus et cosinus.

METHODE 6. Antilinéarisation

Lorsqu’on cherche a transformer une expression linéarisée, on utilise au contraire la propriété 10. C’est la
cas pour obtenir un polynoémes en cos et sin, ou certaines factorisations de sommes.

EXEMPLE 10. % Retrouver V(a,b) € R?, cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

Il ne s’agit toutefois pas d’'une démonstration de la formule d’addition dans la mesure ou celle-ci a été utilisée
pour obtenir les propriétés de I’exponentielle ...

Les formules de Moivre du théoréeme 12 sont liées au développement de certaines formules trigonométriques.
EXEMPLE 11. @ Ecrire cos(4x) sous la forme d’un polyndme en cos(x).

METHODE 7. Méthode de l’angle moitié

;040

Pour factoriser une expression du type e'© + eiel, on pensera a mettre en facteur €'~ 2 et a utiliser les
formules d’Euler du théoréme 11.

Cette méthode s’applique aussi aux cas ott 0’ = 0 et T qui correspondent respectivement a e +1 et el +i.
Par exemple : €'© 41 = ¢l® 4 0 = ei%(ei% + e_i%) = 2ei% cos(%).

n
EXEMPLE 12. & Calculer pour x réel : Z sin(kx).
k=0

6. Applications des complexes a la géométrie

6.1 Application géométrique des modules : distances

a . . . -)
DEFINITION 9. Si A et B sont des points d’affixes respectives za et zg alors | |AB|| = AB = |zg — za

PRrROPOSITION 13. Ainsi :

@ Si W est un vecteur d’affixe z, alors |[W|| =|z|. ® Si M est un point d’affixe z, alors OM = Iz|.

EXEMPLE 13. & Soit A le point d’affixe 1. On consideére la transformation du plan qui & tout point M # A

d’affixe z, associe le point M’ d’affixe
, ozt

Tz—1"

Déterminer ’ensemble des points M tels que M’ appartienne :

® au cercle de centre O et de rayon 1; @ a l’axe des imaginaires purs; ® a I'axe des réels.

METHODE 8. Probléme géométrique 1ié & la notion de distance
Pour traiter un probléme géométrique ou la notion de distance intervient, on traduit les distances en modules,
via la définition 9.
/\ ne pas oublier les modules, ou I’égalité n’a plus aucun sens!

EXEMPLE 14. Problémes liés a la notion de distance.

Les points M, A et B ont pour affixes respectives z,zA et zg.

® MAB est rectangle en M si et seulement si ABZ = AM? + BM? ssi |zg — zal? = |z — zal? + |z — zg]?
(théoréme de Pythagore).

® Le point M appartient au cercle de centre A et de rayon r si et seulement si AM =71 ssi |z — za| = T.

® Le point M appartient & la médiatrice du segment [AB] si et seulement si AM = BM ssi |z—za| = |z—zs].
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<

Ex. 14, @ |z—zal =T Ex. 14, ® : |z—za| = |z — z3]|.

6.2 Application géométrique des arguments : angles

, - —
DEFINITION 10. La mesure de ’angle orienté de deux vecteurs est (A‘B};CD) = arg <ZDZC> (27
z

- IPROPOSITION 14. i ~

Si A(za),B(zg),C(zc) et D(zp) sont quatre points du plan tels que A # B et C # D,
® Si W est un vecteur d’affixe z, alors (;w) = arg(z) [27].

® (AB) // (CD) ssi 2R—2€ c R

ZB — ZA
® (AB) L (CD) ssi 22—2€ ¢ iR.
\ D R Y,

Démonstration. Le point ® est une reformulation de la définition 6 d’un argument.

Le point @ (respectivement ®) combine la définition 10 & la propriété 6, @ (respectivement ®) O

METHODE 9. Problémes liés & la notion d’angle

Pour traiter un probléme lié aux angles, a ’orthogonalité, au parallélisme ou & ’alignement, on traduit les
angles en termes d’arguments en utilisant la définition 10.

ExeEMPLE 15. Exemples de problémes ou intervient la notion d’angle :
® Quatre points A,B,C # A,B et D # A, B sont cocycliques ou alignés ssi (CA;CB) = (DA ;DB) [n].

Z—ZB

- ZA> = « [71], ot & # O [1], est donc un cercle passant par

L’ensemble des points M(z) tels que arg (
Al(za) et B(zg) privé de ces deux points.
® M’ # A est 'image de M par la rotation de centre A et d’angle 0 si et seulement si : AM = AM’ et

(AM;AM") = 0 21] 2 mZA _ o,

Z—ZA

® M appartient & la demi droite [AB) <= ETEA eR,.

ZB — ZA
® P appartient a la tangente au cercle de centre A et de rayon AM si et seulement si : (AM) L (MP).

Exemple 15, ® Exemple 15, @ Exemple 15, @
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6.3 Barycentres

DEFINITION 11. Soient Aq,..., A, des points du plans d’affixes respectives z1,...,zn et &1,..., X, des réels
de somme non nulle. Le barycentre du systéme de points pondérés {(A1, &1);...;(An, &n)} est le point

] n
G = Bar{(A1,x1);...;(An, an)} d’affixe zg = PIE—— ]; X Zi

REMARQUE 9. Lorsque tous les poids sont identiques, on parle d’isobarycentre. L’isobarycentre des points A
et B est le milieu du segment [AB], celui des points A,B et C est le centre de gravité du triangle ABC. Les
affixes correspondantes s’obtiennent par un calcul de moyenne.

6.4 Produit scalaire et déterminant de deux vecteurs

DEFINITION 12. Soient U et ¥ deux vecteurs du plan, d’affixes respectives z=x +iy et z’ =x’ +iy’.
Le produit scalaire de U et V est le nombre réel i -V = Re(zz') = xx’ +yy’'.

Le déterminant de U et V est le nombre réel det(i;V) = Jm(zz’) = xy’ —yx'.

PROPOSITION 15. Soient u et v deux vecteurs d’affixes respectives z et z’. On a :
® 1 et V colinéaires si et seulement si det(;V) = Jm(zz’) = 0.
® U et V orthogonaux si et seulement si (U;V) = Re(zz’) = 0.

Démonstration. On applique les critéres ® et @ des propriétés 14 au quotient z’/z, et on étudie & part le cas
ou le numérateur ou le dénominateur est nul. ]

REMARQUE 10. On peut aussi tester 'orthogonalité et la colinéarité avec les critéres ® et @ des propriétés
14, 'avantage de la propriété 15, est qu’elle ne nécessite pas de raisonner par disjonction des cas pour traiter
a part le cas ou les vecteurs sont nuls.

EXEMPLE 16. % Ensemble des M(z) tels que A(1), M(z) et M’(z?) forment un triangle rectangle en M ?

6.5 Interprétation géométrique de la somme : translations

DEFINITION 13. La translation de vecteur U est la transformation du
plan qui & tout point M associe le point M’ tel que MM’ =1

IPROPOSITION 16. i
- . . M(z)
Soit U un vecteur d’affixe complexe b. L’image du point M d’affixe z A 205

par la translation de vecteur U est le point M’ d’affixe z’ =z + b. M (21 )

\i

Démonstration. U = M)W’ ssib=z"—zssiz’' =z+b O

REMARQUE 11. La translation préserve les distances et les angles. Elle n’admet pas de point invariant.
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6.6 Interprétation géométrique du produit : rotations et homothéties

DEFINITION 14. La rotation de centre A et d’angle 0 € R est la transfor-
mation qui a tout point M du plan associe le point M’ tel que AM’ = AM
et (Am;AM’) =0RusiM#AAet M'=Asi M=A.

IPROPOSITION 17. i

Soit A un point du plan d’affixe a et 6 € R. L’image du point M d’affixe

z par la rotation de centre A et d’angle 0 est le point M’ d’affixe z’ telle
©(z—a).

En particulier, si le centre est A =0 : z/ =9z,

quez' —a=e

Démonstration. Si A = M, alors z’ —a =¢'® .0 =0 donc z’ = a : on retrouve M’ = A. Sinon,

e / .
AM = AM/ et (AM; AM) = 0 [271] ssi 2) =6 27 ssi 2= =& O

a z

z'—a

[
z—a —

=1et arg(Z

z

REMARQUE 12. La rotation préserve les distances et les angles. C’est une transformation qui admet un point
invariant unique : le centre de la rotation.

DEFINITION 15. L’homothétie de centre A et de rapport r € R* est la

transformation qui a tout point M du plan associe le point M’ tel que
Aﬂ’ =A-A

IPROPOSITION 18. i

Soit A un point du plan d’affixe a et v € R*. L’image du point M d’affixe >

z par I’homothétie de centre A et de rapport 1 est le point M’ d’affixe z’ ©

telle que z’ —a =r(z— a). M(z)
En particulier, si le centre est A =0 : z/ = rz. ™0

M/ (rz)

REMARQUE 13. Les homothéties préservent les angles, mais multiplient les distance par la valeur absolue du
rapport. Elles admettent un unique point fixe : le centre de 'homothétie.

REMARQUE 14. La multiplication d’un nombre complexe z par un nombre complexe w donne affixe de I'image
de M(z) par la composée commutative de la rotation de centre O et d’angle arg(z) et 'homothétie de centre
O et de rapport |z|.

REMARQUE 15. L’homothétie de centre A et de rapport —1 coincide avec la rotation de centre A et d’angle 7
et la symétrie de centre A.
6.7 Interprétation géométrique du conjugué : symétrie par rapport a I’axe réel

DEFINITION 16. La symétrie d’aze la droite D est la transformation qui a
tout point M € D du plan associe le point M’ tel que D soit la médiatrice
du segment [MM’], et qui préserve D. A

IPROPOSITION 19. i o

L’image du point M d’affixe z par la symétrie par rapport a l'axe des
réels est le point M’ d’affixe z’ telle que z’ = Z.

REMARQUE 16. Les symétries axiales préservent les distances, mais renversent 1’orientation, c’est-a-dire, trans-
forment un angle orienté en son opposé. L’ensemble des points fixes d’une symétrie axiale est son axe de symétrie.
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BILAN DU §3

Les nombres complexes interviennent souvent a 1’oral du concours et les rapports de Jury vont tous dans le
méme sens : ils sont mal maitrisés. Voici par exemple le rapport 2013 :

« Les candidats sont assez mal a ’aise avec les nombres complexes, et en particulier avec les racines de I'unité.
Les exercices utilisant I'interprétation géométrique des complexes sont rarement bien compris. »

Les exercices font souvent référence aux racines de n-iémes (section 4), et, c’est lié, a la forme exponentielle
des nombres complexes (section 3).

Pour réussir les exercices de géométrie complexe, il faut maitriser les premiéres sous-sections de la section 6.

Enfin, la trigonométrie (section 12 du §2) doit étre apprise. La connaissance des formules discrimine beaucoup
les candidats. L’apprentissage de ces formules est donc un objectif prioritaire, que tout étudiant peu réaliser.

Objectifs prioritaires

® connaitre la notion de conjugué (définition 3 et proposition 3) .............. i |
(a) savoir mettre un quotient sous forme algébrique (méthode 1)........ ... ... |
(b) savoir refaire Pexemple 2 et Vexercice 1 ........o.iuiii i e O

® connaitre la notion de module (définitions 4 et 9) et proposition 4

(a) savoir refaire exemple 3 et Pexercice 3 . ... ..ottt e O
® connaitre la notion d’exponentielle complexe (définition 5 et proposition 5) ................ooiii.. O
(a) savoir mettre un nombre sous forme exponentielle (méthode 2).......... ... ..., O
(b) savoir refaire ’exemple 4 et les exercices 4 et 2 ...ttt O
@ connaitre la notion d’argument (définition 6 et proposition 6 et définition 10) ........................ O
® savoir résoudre une équation de degré 2 (proposition 9 et exemple 7 ....... ..., O
® racines n-itmes d’un nombre complexe et leur somme (proposition 7 et 8, exercices associés) ......... ]
® savoir faire le lien entre trigonométrie et complexes (propositions 10 et 11)............ovviineiinn... |

Objectifs secondaires

@ savoir linéariser une expression trigonométrique (méthode 5) ....... ... it (|
® savoir 'appliquer au calcul intégral : exemple 9 et exercice 12 ...........coiiriiiniineineeaannan.. g
® savoir « antilinéariser » une expression trigonométrique (méthode 6 et exemple 11) .................. |
® connaitre la méthode 7 de I'angle moitié (et exemple 12) ........ooiiiiiiiiiiiiiiiiii .. O
® connaitre les formules de MOTVIE. .. .....ouirt ettt et et e e e ]
® savoir reconnaitre ’alignement et la colinéarité : proposition 15, exercices 15, 14 et 16................ |
Approfondissement
@ connaitre les translations, homothéties et rotations (paragraphes 6.5 et 6.6) .................coooein. (|
® savoir calculer les racines carrées d'un nombre complexe (méthode 4, exemples 5 et 6)................ ]
® connaitre le lien entre barycentres (paragraphe 6.3) et nombres complexes ................c...ooi.... O
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TD §3

Module et argument

Exercice 1. Forme algébrique

3+i 245 2-5i - 3+ 6i
Donner la forme algébrique du nombres complexe : @© + 1 + .1 + .1 ®ez @ O * 1
1—i 1T—i 141 3—4
Exercice 2. Forme exponentielle
Donner la forme exponentielle des nombres complexes suivants :

3 —1+i
©Vi-i @—V6-Vi @545 @2 @ @5

® (—1+i)"oun € Z.
V34i ( )

Exercice 3. Identité du parallélogramme
Montrer que Y(z,z') € C?, |z+ 2|2 + |z — 2/|? = 2(|z]* + |2/}?).

Interpréter cette égalité géométriquement.

Exercice 4. Simplification dans C
(1—i)3 (1413
(1+i)2  (1-1i)2

Exercice 5. Angle remarquable

Calculer :

!
. . i h . Z P . s 1
Soient z’ = 1+1 et z =e's. Ecrire — sous forme algébrique et sous forme exponentielle. En déduire les valeurs
z

exactes de cos({5) et sin({5)

Exercice 6. Puissances et puissances du conjugué ATS 2013
Trouver tous les nombres complexes z tels que z’ et z~2 soient conjugués.

Racines n-iemes

Exercice 7. Equation et racines n-iemes ATS 2008
Résoudre dans C I'équation suivante : 27(z+ 1) + (z —1)° = 0.

Exercice 8. Equation et racines n-iemes BTS-DUT 2011
Soit n € N*. Résoudre z™ = 1 dans C. En déduire les solutions de (z—1)™ = (z+1)™.

Exercice 9. Equation complexe ATS 2010

1
Résoudre dans C I'équation : — + 22 4+1=0.
z

Exercice 10. Racines cubiques de —i ATS 2014
Calculer les racines cubiques de —i.

Exercice 11. Racines carrée d’'un nombre complexe ATS 2009
Déterminer les racines carrées du nombre complexe : —7 + 5i.

Trigonométrie

Exercice 12. Linéarisation et intégrales

us

Calculer : JZ cos(3x) sin(5x) dx.
0

Exercice 13. Somme trigonométrique ATS 2009
n
Calculer : Z <n> sin(Op) ou O € R.
p=0 P
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Géométrie

Exercice 14. Alignement de trois points paramétrés
Soit M un point du plan complexe, d’affixe z.

Déterminer I’ensemble des points M tel que les points d’affixes z, z et z* soient alignés.

Exercice 15. Projection du plan sur un cercle
Soit A le point d’affixe 1 du plan complexe. On considere la transformation p du plan qui & tout point M,
d’affixe z et distinct de A, associe le point M’ d’affixe

, 11—z

=z

® Déterminer ’ensemble des antécédents de A par la transformation p.
® Calculer le module de z'.

® Démontrer que les points A, M et M’ sont alignés.

® En déduire une construction du point M’.

Exercice 16. Droite d’Euler
On va montrer que 'orthocentre, le centre de gravité et le centre du cercle circonscrit d’un triangle sont alignés.

Soit ABC un triangle. On choisit un repére orthonormé (O ;1;V) tel que O soit le centre du cercle circonscrit
a ABC. On note a,b et c les affixes respectives de A, B et C.
On note G le centre de gravité de ABC, et g l'affixe de G. Le point H a pour affixe a+b +c.

® Déterminer laffixe de G.
® Démontrer que |a] = |b] = |c|.

a
® Montrer que c est imaginaire pur. Interpréter.

@ Montrer que H est 'orthocentre du triangle ABC.
® Montrer que O, G et H sont alignés.

Exercice 17. Ensembles de points
Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z telle que :

®lz—i =1 Olz+14+il<2 @®lz+i =lz—1] ® arg(z) = 5 [n] @arg(z_]_>—

Exercice 18. Polygones réguliers inscrits dans un cercle .
Soit un entier n > 3. Pour tout entier k € {0;...;n}, on définit le point My d’affixe z}, = eI,

® Montrer que, pour tout k € {0,...,n— 1}, MMy, 1 = 2sin (%)

® En déduire le périmétre du polygone MoM; ... M.
sin(x)

=1)

® Calculer la limite du périmeétre lorsque n tend vers +oo. (indication : lin})
X— X
Exercice 19. Image d’un cercle par une fonction trindme
Soit f I'application du plan dans lui méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe Z = z? +1.

® Déterminer les antécédents du point O.

® Déterminer I'ensemble des points invariants par f.

® Que dire des images par f de deux points symétriques par rapport & O ? De deux points symétriques par
rapport a ’axe des abscisses ?

® Soit N un point d’affixe €'©, ot 8 € [0;27t[. Montrer que N’ appartient & un cercle dont on précisera le
centre et le rayon.

® Montrer que ON’ = 2cos(0) ON. Qu’en déduire pour O, N et N’ ?

® Expliquer la construction de N”.

Exercice 20. Théoréme de I'angle au centre
Soient a, b, ¢ trois nombres complexes de module 1, tels que a £ c et b £ c.

c—b b , L .
Montrer que : 2arg o arg — [27]. Interpréter géométriquement ce résultat.
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